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1. Zagadnienie Riemanna-Hilberta dla obszarow wielospojnych

Wyznaczy funkcije ¢(z) analityczia w D ciagta w D{JoD spetniajca warunki brzegowe
Red(®)¢(t) = f(t) on |t—ac|=r¢, k=1, 2, ...,n. (RH)
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2. Zagadnienia mechaniki materiatbw kompozytowych

Przy zalaeniu,ze wszystkie wtcenia g jednakowe i odlegkei pomidzy wtrmceniami g duze, tzn. koncentracja wicen v jest
wystarczajco matla, jest stuszny przyidiny wzér Clausiusa-Mossotti'ego (Maxwella-Garnetta) uzyggka 1864

Ao~ 2V (CM)

gdziev jest udzialem oljosciowym wtracen, p = ﬁ:j - parameter kontrastu; przewodé@snowyA; =1, A, = A~
przewodné¢ wtracen.
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W przypadku diych vwzor (CM) nie jest stuszny, bo w tym przy padku wpsiie efekt perkolacii:

Sa znane inne ciekawe wzory dla kompozytéw innej struktury gdyeene).
Efektywna przewodni@ laminat A} = A1 V1 + A2 Vo - $rednia arytmietyczna, A{ = (%— + %’;‘—)_1 - $rednia harmoniczna.
Efektywna przewodni@ szachownicy Ae = VA1 A5 .

Podstawowe pytanteorii isrednienia rowna rézniczkowych o pochodnych ggtkowych. Mamy réwnanie postaci

V-Ae(X, Y) VU(X, ) = T(X Y)

ze zmiennym wspotczynnikieny (X, y), gdziee jest charakternym wymiarem jego zmiesciqna przyktad, wymiar wiicenia).
Czy istnieje granical(x, y) = lim._qu.(X, y) i jakie rbwnanie spetnie funkcjax, y)?

Przy pewnych zaleeniach granica ta istnieje i spetnia rownanie

V-(A-Vux y) = f(xy),

PLEDEY

. _ e
gdzie tensorA —( Y

) nazywa s tensorem efektywnym.
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TalkAP.nb 6

3. Warunek kontaktu doskonatego

Warunki sprgzenia: u* =u", A+ 9L =)~ & na brzegu wicenia {+ = 1)

Wprowadzamy potencjat zespolonyu(z) = Re(¢(2) + z) w osnowie

U2 = fk_ Red¢k(2) we wticeniu z numerem K.

Warunki sprzzenia w nomenklaturze potencjatéw zespolonykh (iniowe zagadnien)e

¢(t)=¢k(t)_,0m—t, |t—ak|=rk, k=1! 21 "'1n (R)
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4. Zagadnienia brzegowe w klasie funkcji periodycznych i

rownania funkcyjne

Komérka podstawowa:

-
¥
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Réwnania: Au=0 (réwnanie Laplace'a)

Warunki sprgzenia: u* =u", %L =2~ 4 ng brzegu wicenia

Warunki quasi-okresow#gi: u(z+a) = W2 +a, uwz+1/ia)=u(z).
R- liniowe zagadnienie w klasie funkcji periodycznych

P(t) = pu(t) — px o), It—axl=r, k=1,2, ...,n (3.1

Redukcja R- liniowego zagadnienia(3.1)w przypadku siatki kwadratowej (e« = 1) do uktadu réwnan funkcyjnych:

YO Yz = 2

1. Zamiast (3.1) rozpatrujemy zagadnienie na pochab(&) =

00 =0+ p 7 B, It-acl =1 k=12, (3.1)

2. Wprowadzamy funkej

— _ n / rk 2 I’k2
(2) = Ym(D) z :kzl sz :ml,mz (Z—ak—aml—licrlmz) lﬁk( Z—-aM—iatm +ak)’
|z—an| <rm, M=1, 2, ...,n,

n r 2 2
VD=0 Dy D (Taamiia ) | ey + &) 2D
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3. Na kadym okegu oDy, przy pomocy(3.7) obliczamy skok
Am @(t) = lim¢,zcp,, P(2) — liMy2cp,, (2 = Ym(t) + pk( 7

2
2 )" (D) — (1) =
Na mocy zasady przedtania anlitycznego oraz twierdzenia Liouville'a otzryemy,ze ®(z) = ¢ — constant.

4. Zrownaci ®(2) = c w kotach | z—ay, | < ry uzyskujemy uklad réwrafunkcyjnych

n /
m(2) = Zk:l Pk Zml,m2 (Z—ak—arg;—w‘lmz) ‘ﬁk( am12 ia~lmp + ak) +C,

|z—an| <rm, Mm=1, 2, ...,N. (3.2)
Uwaga. Dalej ustalamyg = 1.
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Ustalmy k=#m. Niech (2 = Yo 1 Wks(Z— ax)® — szereg Taylora. Wtedy

Ik 2 ( ré + ) =
Zmﬁh m, ( Z-o-aM-ia~tm ) Yk Z—-a-aM—-ialm &

% 2 0 r2 5
Z ( 1 ) Yis — ———7 =
m,mp N Z—a-a M —-ia— My s=1 Z—-aM—-ialm

o 2(stl) P .o —(S+2)
E r E Z amy —ia™ = Ny)
1 Yks Tk e (Z— o 1

=321 Uks® SV Ego(z— ay)
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5. Szereqi Eisensteina-Rayleigha i1 funkcje Eisensteina

Sumowanie wedtug Eisensteina (1848) (patrz A. Weil, 1976)

_ ) M N
E =My IMyS e Zmzz—M ZmF—N
m,Mmpe”Z

Rozwamy szeregi

/
= 1 k=1,2 |
2k E o (@M a I T &Y

wprowadzone przez Eisensteina (1864) i Rayleigha (1892).

Szybkie wzory obliczeniowe
S=(%)*(3 —82 L PER) wh=exm- %)
% {Z 15 +162m1 Tﬁjrrnn ’
S=15 (5)°( 16251 1:1];2 )
Sk= B (2?<—1) 1y T @m-DRK-2m-1SnScm, k=4,5, ..
W przypadku siatki kwadratowey & 1) mamySy = 7.
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Ex(2) = 1 k=1,2,3, ...
k( ) Zml,mg [Z—aml_ﬂ a—l rr]2]k
Zwiazek z eliptycznymi funkcjami:

Ei2=(2-S2 Ex2=9p@+S, En@=-%E/(2, k=23, ..,
gdziel(z) i p(z) ;1 funkcjami Weierstrassa.

n /
Ym(2) = Zk:lkaml,mz (Z—ak m— umz) o T +ay)+ 1

|z—an| <rm, M=1, 2, ...,N, (3.2)

Rozpatrzmy réwnania funkcyjne (3.2) w przestrzeni Ban&hankcji ¥(2) = ¥m(2) analitycznych w kadym kole
| Z—am| <rmiciaglychw | Z—am| <TImm=1,2, ...n)z norm || ¥ | = MaX<men Ma%z-ay/=ry | ¥m(2) |-
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Twierdzenie 1R6wnanie (3.2) posiada jedno rozmanie w pewnej przestrzeni BanadhaRozwhizanie to mana znaleéc
przez metog kolejnych przyblien zbiezna w tej przestrzeni.

Twierdzenie 2Niechpy = p, r = r. Rozwhzaniey,(z) uktadu réwna funkcyjnych (3.2) ména przedstawiw postaci
szeregu

Um(2 = Xaeo U@ 29, (5.2)
gdzie
W@ =1, YgP@=p) (WekE @-a)+yih Es'z- a0+ ..+ Uik Eq2'(2—av),
m=1,2 ...,n, g=0,1, ... (5.3)

Liczbagbgqﬁ jes j —ym wspotczynnikiem szeregu Taylora funl«,b(q)(z). Szereg (5.2) i przyldenia (5.3) g zbiezne jednosta-
jnie we wszystkich kotac | Z— am | < I'm.

Uwaga: Ep"(z—ay) 1= Ep(z—ay), jesl k= m; Ep*(z—ay) := Ep(z—ay) — m , jesli k =m.
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| - Ay AY
6. Tensor efektywne] przewodnosci A = WY
e e

Definicja wspotrzdnycha) i AZY tensoraA :
K= [y Baxdy+ Y A f, Rdxdy, W= [ Rdaxdy+y A, Ldxdy. (6.1)

Wzor (6.1) w nomenklaturze potencjatow zespolonych:
AF—ide? =1+ 23K 1 px Vi Yr(@),

gdzievk = wrZ jest koncentragjwtracen o przewodngci Ax. Wprowadmy wielkgsci
n

X[pl A VI Z Epl (am akl) Ep2 (akl ) GM i EpM (akM -1 _akM)
m,ko ..... kM

gdzie ¢ a+ib ~ a- ib jestoperatoremsprzzenia.
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Rozpatrzmy przypadek jednakowych gt (ox = p, rk = r) tworzacych ukhd makroskopowo izotropowynf = A¥ = Ae,
AZY =0). Wtedy

lde=14+2pV ZA[[p]] vP-1
p=1

ZAry

0.2

-0.4-0.|2 'o 4
‘0. 4

A[2] =

02
AR = — 3 X[2, 2]

| 2.31326 p?
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1
A[4] = 3 nd (—Z,OZX[:'B, 3] +,03X[2, 2, 2])

| 1. 02069 p? + 3. 62652 p°3

A[5] =

a5 (607X [4, 4] +20° (X[3, 3, 2] +X[2, 3, 3]) +0*X[2, 2, 2, 2])

| 4.21634 p% - 2. 04138 p3 + 8. 24068 p*

A[6] :ﬁ (-24 02X [5, 5] +60° (X[4, 4, 2] +X[3, 4, 3] +X[2, 4, 4]) -2p% (X[3, 3, 2, 2] +X([2, 3, 3, 2] +X[2, 2, 3, 3]) +p°X[2, 2, 2, 2, 2])

| 7.73167 p? + 8. 43267 p° + 7. 24832 p* + 14. 5795 p°

Al7] = ﬂ61n7 (120 DZX[G, 6] -24 Ik (X[2, 5 5] +X[3, 5 4] +Xx[4, 5 3] +X[5, 5, 2]) +

6,04 (X[2, 2, 4, 4] +X[2, 3, 4, 3] +X[3, 3, 3, 3] +X[2, 4, 4, 2] +X][3, 4, 3, 2] +X[4, 4, 2, 2]) -
240° (x[2, 2, 2,3, 31 +X[2, 2, 3,3, 2] +x[2, 3, 3, 2, 2] +X[3, 3, 2, 2, 2]) +p®x[2, 2, 2, 2, 2])

| 7.15993 p? + 15. 4633 p° + 33. 1164 p* + 181. 633 p° + 31. 1353 p°
7
de=1+2pV ZA[[p+lj] vP1
p=1

de=1+2vp+2. v2p?+4.62652v3 p8 +v4 (2.04138 o3 + 7. 25304 p*) + v® (8. 43267 p° - 4. 08276 p* + 16. 4814 p°) +
v® (15. 4633 p° + 16. 8653 p* + 14. 4966 p° + 29. 159 p®) + v’ (14. 3199 p3 + 30. 9267 p* + 66. 2327 p° + 363. 267 p° + 62. 2707 p’)
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Otwarty problem: Czy istnieje prosta reguta obliczenigki?

22
33
44
55
66

Wskaniki p; p2... pm SplotowX,, o, py, -

222

332 233

442 343 244
255 354 453 552

2222
3322 2332 2233 22222
2244 2343 3333 2442 3432 4422

22233 23322233222

222222
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Siatka kwadratowa z jednym wteniem w komorce

1

12

I\J|I—‘|

T
2

|_1

Ae=1+2pV Y% o An(r?) p™mr2m,

gdzie
_ e 2
AN =07 12£(@/2), Ao = D 05 S T,
(™ 00 00 2n,+2) _(2ng+2) 2Nm1+2) _(2)
Am(X) —_ nl:o n2:0 . nm_lzo 0-2 n12 0-2 n23 sas 0-2 nm_zl 0-2 nm_l

2n _ ~21
02| —C2|+2n—152(n+l)-

SZ (Ny+1) X2 (Ng+No..+Ny-1) ’



TalkAP.nb

19

s~ Ag1-4pn > —4p°2p+1)nr*Rep(2i a)),
gdzie A = % ©(2) - funkcja Weierstrassa;
N~ A1+ 4pnr?+4p°2p+1)ar'Rep(2i a)), gdziedd =

Wektorowe réwnanie funkcyjne:

2

1/Aq+1/25 °

- 1
lﬁm(Z) - Zk:l { Zml, rr12/ ( Z—ak—:Tkh—Iimz )2 ‘pk( Z—Elk—:Tkll—’““2 N ak) i ( 1 )

|z—an| <rm, M=1, 2, ..., N,
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Ekstremalne wiasrioi uktadu heksagonalnego dla matych udziatowetbgiowych ¢ ~ 0) zbadane w artykule Kozlov S.M.
(1989), Geometrical aspects of averaging. Russian Matheyu44:2, 91-144.

Otwarty problem: Czy uktad heksagonalny posiada ekstremalne wdasdta dowolnychv?

Rozpatrzmyérodki wtracen ax jako zmienne losowe podlegag pewnemu rozkladu probabilistycznemu.

Model "shaking geometry" wprowadzony w artykule [BerlyandMityushev V. Generalized Clausius-Mossotti formaaran-
dom composite with circular fibers, J Statist. Phys. v.N02/2, 2001, 115-145] dotyczy jednostajnego rozkladu zmiennej
losowejay w matym kwadracie. W tym modelu uktad regularny posiaddnekekstremalne wiasga.

Otwarty problem: Zbad#& losowe réwnanie funkcyjne. Oszacawg dla "non-overlapping model".
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7. Przenikalnosc cieczy lepkiej

Rownanie: Aw=1 (rownanie Poissona) (7.1)
W(X, y) periodyczna (7.2)
WX, y)=0na oD (7.3)
Zagadnienie (6.1)-(6.3) mpoa sprowadZzido zagadnienia wzgllem harmonicznej funkdaji(z):
Au=0 (7.4)
u(x, y) periodyczna (7.5)
ux, ) =-+ (X -2r-)y)+ 5= Inlo(z-a)| na 9D (7.6)

mn
Przenikalné¢ wzdtuz widkien okrélona wzorem K=- fDW(X, yydo

28 .28 25,
Konstruktywny wzér: K—_(Zn L)‘l 1 C. i =ro=...ry
| m=1 Nk o Intry In%ro.Intry |

S:(Sll&l R | S])l t:(tlltzl R | tn)'



TalkAP.nb

22

Otwarty problem: Zagadnienia typu

Lw=0,
W(X, y) periodyczna,

w(x, y) = f(x, y)dla (x, y)edD,
gdzieL - operator réaniczkowy niekonecznie liniowy.

(7.1)
(7.2)
(7.3)



